















1ブ ラ ウ ン 運 動 と ラ プ ラ シ ア ン
(Xt)t≧oをRd上のブ ラ ウン運 動 と し,推 移 半群
η!@)-E。,[!(x∂],!∈βb(Rd)
を考 え る.こ こで βわ(Rd)はRd上の有 界可測 関数 全 体 を表す.具 体 的 に は,
蜘)一(2 π}即脚(一 ワ12)





に よって与 え られ る.ブ ラ ウン運 動 の分布 は推 移 半群 ⑦)t≧oで決 ま ってい る.実 際,有
限個 の時点0一 孟o<tl<...〈toにおい て粒 子 が集合 σ1,...,(端内 に観 測 され る事象 を
{XH∈cn}:一{Xt、∈0、,…,Xt。L∈ση}
と書 く こ と にす れ ば,マ ル コ フ性 に よ り,観 測 確 率 を推 移 半 群 か ら求 め る公 式
恥 ∈cn)-Tti‐to1C1(・・㌃ 一1-@-1の ・・う@)
(1.4)
(1.5)
が得 られ る.ブ ラウン運 動 のpathは確 率1で 連続 で あ るこ とか ら,有 限次元分 布(1.5)に
よって ブ ラ ウン運動 の分布 が完全 に特 徴付 け られ てい る.こ こで,推 移 半群 ⑦)t≧oの生
成 作用 素9を 考 え る(この定 義 につ い ては3節 で触れ る)と,急 減 少 関数!∈s(Rd)は定
義域D(9)の元 で あ り,!に 対 して はラプ ラシ ア ン ム と一 致す る:
9!一 △!,!∈8(Rd)⊂D(9).(1.6)
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2安 定 レヴィ過程 と分数べきラプラシアン
Fourier変換 と逆 変 換 を
∫[!](ξ)一窟 ξ!@)dx,プ[9]@)一(2託♂ ξ9(ξ)dξ




が緩 増加超 関数 の意 味で定 ま る.こ うして定ま る作用素 一(一△)α/2を分 数べ き ラプラ シア
ン(fractionalLaplacian)と呼ぶ.
さて こ こで,指 数 αに つ いて0<α ≦2を 仮定 す る.こ の場合 に限 り分数 べ き ラプ ラ
シア ンが確 率過 程 に対応 す る こ とが知 られて いて,そ れ は(対 称)安 定 レヴ ィ過 程(Xt)t≧o
で あ る(cf.[14]).式(1.1)で定 ま る推 移 半群(Tt)t≧oは,
蜘)一(2擁 押)竪1ξ 吟dξ(2.3)
に よって定 ま る熱 核 を用 い て式(1.3)のよ うに表 され る.α=2の ときは式(1.2)に(時間






な る形 の積 分 作 用 素 で あ る(cf.[1,Theorem3.3.3]).ここ で,定 数c(d,α)はLevy指 数




ブ ラ ウン運 動 の場合 と異 な り,0<α<2の ときの安定 レヴィ過程 のpathは確率1で,右
連続 かつ有 限な左 極 限 を持 ち,不 連続 で あ る.こ の こ とは,生 成作 用素 が局所性 を持 た な
い こ と と関係 してい る.
3Feynman-Kac半 群
こ こで は一 般 に,マ ル コ フ過程(Xt)t≧oで確率1で 右連 続 かつ有 限な左 極 限 を持 つ もの
に対 し,Dynkin([2])の意 味 生成 作用 素 につい て述べ る(cf.[13]).要点 は,作 用素 半群
で 通常 用い られ る強 連続性 を有 界 各点 収束 で置 き換 える とこ ろに ある.βb(Rりの部分族
L-{!∈ βb(Rd)・limTtf
two+一!(有 界舗 収 束)}(3.1)
を導入 す る.過 程 の右 連続 卜生よ り,Lは 有界連続 関数 を含 む.Lの 元!で あって(7吃!一!)/t
が あ るILの元 に有 界各 点収 束 す る よ うな!の 全 体 を定 義域D(9)と し,そ の極 限関数 を
9!と定 め る.も しも,無 限遠 で消 え る連続 関数 空 間へ のTtの制 限がFeller半群 で あ るな
らば,Dynkinの意 味 の生 成 作用素 はFeller半群 のそれ の拡 張 に なって い る.






とお く と,マ ル コ フ性 よ り(TVt)t≧oは半 群 で あ る.こ れ をFeynman-Kac半 群 と呼 ぶ(cf.
[3],[15]).Kacの定 理(cf.[13])によ る と,(TVt)t≧oの生 成 作 用 素9レ に つ い て,
D(9▽r)=D(9),gvr=9-V『(3.4)
が 成 り立 っ.こ の こ と よ り,も しt>0の と きTVAt∈D(9)な らば,u(t,⑳=7γ!@)は






Vが 非負 の とき は,消 滅 の効 果 を表す.実 際,eを 独 立 な標 準指 数 分布確 率変数 と して
瑞[!(X∂・-AVt]一碗(X∂;e>且y],!∈ βb(Rd)





と定 め る と,(XVt)t≧oの推 移 半群 は(TVt)t≧oであ る.式(3.7)は,時間 とと もに増 大す る
過程AVtがランダ ムに指 定 され た 閾値eに 達 す る と粒 子 が消滅 す るこ とを表 してい る.
ζ=inf{t≧0:XVt=δ}=inf{t≧0:AVt≧e}
を 生 存 時 間(lifetime)と呼 ぶ.







とす る.(XAt)t≧oはAに到達 す る と消 滅す る過程 で あ り,そ の推 移 半群(TAt)t≧oは,形式
的 にで は あるが,上 式 で定義 され る関Vに 対応 す るFeynmanKac半群(TVt)t≧oである
とも考 え られ る.
4一 次元ブラウン運動の場合
4.1Feynman-Kac半 群 の 長 時 間 漸 近 挙 動
原 点 に到 達す る と消滅 す る過程 のFeynman-Kac半群 につい て述べ る.Tt{o}1は時刻tま
で ブ ラ ウン運 動(Xt)t≧oが原 点 に到 達 しない確 率 を表 してお り,反 射原 理 によ り
T{・{Ot}1@)一几(H{o}>t)-r°嶋 ㎝(x22
s)ds(4.1)
な る積 分表示 が得 られ る.こ の式 はt→Ocの とき0に 収 束 して お り,こ の こ とは一次 元
ブ ラ ウン運動 の点再 帰性 を表 してい る.変 数 変換 して ロ ピタル の定理 を使 うと
藻 樗 が}・@)-1撫V鰍゜°毒 ㎝(-x22s)dss
-1∬1蜘傷 ズ 志 ～蜘(-x22→半
一1蜘 偏 ・毒 蜘(÷)}
-1∬1
が 得 られ る.h(x)=囮 とお く と,






が 得 られ る.す な わ ち,hはTt{o}一不 変 で あ る.
Roynette-Vallois-Yor[7]は一・般 の消 滅 ポ テ ン シャルVに 対 して,次 の よ うな 結 果 を得 た.




を満 た す と仮 定 す る.こ の とき,極 限
9@)・一農V辱 ガ ・@) (4.8)
が 正 か つ 有 限 に 存 在 し,ψ はTVt一不 変 で あ る.さ らに,極 限 関 数 ψ はSturmLiouville方




4.2ブ ラ ウ ン運 動 の 長 時 間条 件 付 け(処 罰 問題)
h(x)=zlはTt{o}一不変であることから,
ψ!-1"°}(hf)(4・1・)
もまた半群 を なす.こ れ をDoobのh一変換 と言 う.今 の場合,半 群(T!ん))t≧oは3次元 ベ ッ
セ ル過程(X3Bt)t≧o,すな わ ち3次 元 ブ ラ ウン運動 の ノル ム に よ り得 られ る(一・次 元 の)マ












を 定 義 と し て採 用 す る こ とは 自然 に 思 え る.し か も,こ の 極 限 は収 束 す る.実 際,rt=











を得 る.極 限 を とる ところで順 序交 換 を してい るが,こ の部 分 はSchefFeの補 題 よ り正 当
化 され る.
同様 の議論 に よって,定 理4.1から直 ちに次 の結果 が得 られ る.
定 理4.2([7];cf.also[8]and[9]).定理4.1の 仮 定 を満 た す 消 滅 ポ テ ン シ ャルVに 対
し,FeynmanKac半群(TVt)t≧oによ り時 間発 展 す るマ ル コ フ過 程(3.7)が永 遠 に消 滅 しな
い 条 件 付 き確 率 は,
Px(XVII∈σHl<一 ・・)・一 無 島(XVII∈σHl<>t)一 島 醗)∈ ・H)
で 与 え られ る.こ こで,極 限で得 られ るマル コフ過程(x!ψ))t>oは
刀 ψ)!_⊥TVt(ψ!)
を推 移 半群 に持 つ.そ の生成作 用 素 は,!∈s(R)を 定義域 に含 み,
9@)!-1ズ+旨





NajnudelRoynetteYor[5]は,定理4.2に現れ る極 限過 程 がすべ て互い に絶 対連続 で あ
る こ とを見 出 し,そ の ことを直接 に明 らかにす る普遍 的な シグ マ有 限測度 を導 入 した.
有 限個 の時 点0<t1<t2<…<toと 集合01,...,cnが与 え られ た とき,u>0に 対 し
時刻uま での観 測 と時刻uよ り後 の観 測 を表 す事 象 を,そ れ ぞれ
{XH∈Cnp・e-u}・ 一{X・、∈q、f・ ・allブwith孟ゴ〈u},
{XH∈Cnp・ ・t-u}・一{X・、-u∈q、f・ ・allブwith孟ゴ≧u}





時亥肱 まではブラウン橋,時 亥肱 からは3次元ベッセル過程を独立に走らせ,uについて
測度 羨 で積分することでシグマ有限測度Wを 定める:
W(XH∈・H)-1;°°羨 瑠(XH∈・H酬 畔 ∈・H鰍)・
Wのpathをx∈Rだ け平行 移 動 した もの をW。 と書 く.
定 理4.3([5]).定理4.1の仮 定 を満 たす 消滅 ポ テ ンシ ャルVに 対 し,
9@)・一蝕V辱 ガ ・@)一暁 囲,
鋤 厚 唱 ∈Cn)-VWxe-A°°;Xn∈Cn]
が成 り立つ.従 っ て特 に,






まず,原 点 に到達す る と消滅す る過程 のFeynman-Kac半群 につい て述 べ る.安 定 レヴィ
過程 の場 合 は,指 数 αに よって状況 が異 な る.0<α ≦1の 場 合 は点再 帰 的で な く,過 程










が得 られ る.c1(α)はαのみ に よっ て決 ま る定数 で ある.
永遠 に原 点 に到 達 しない条件 付 き確 率 にっい て,次 の こ とが成 り立 っ.
定 理5.1([12],[11]).h(x)=囮α一1は 軽o}一不 変 で あ る.ま た,Doobのh一 変 換(7-,(ht))t≧o
は あ るFeller過程(x!ん))t≧oの推 移 半 群 で あ る.
YanoYanoYor[12]では,指 数1<α<2の 一 次 元 安 定 レ ヴ ィ過 程 に対 して,定 理4.1,
4.2,4.3の拡 張 を得 て い る.安 定 レ ヴィPooを(4.24)で定義 し,シ グマ有 限測度P× を
P・(Xn∈Cn)-c2(α)L°°織 瑠(XH∈Cnpre-u)P(X(h)OII∈Cnpost-u)・(5.4)
で 定 め る.定 数c2(α)のと り方 は省 略す る.P× のpathをx∈Rだ け平行移 動 した もの を
ア」 と書 く.




の極 限が正 かつ 有 限 に存在 し,gはTVt一不変 で あ る.さ らに,
藻 孟1-1aPx(XVII∈Cn)一璽[・-AV;XH∈Cn]
が成 り立っ.従 っ て特 に,





が成 り立っ.こ こで(xμ))t>oは7押)!=⊥7γ@!)を推移 半群 に持 つマル コフ過程 で ある.
6多 次元の場合
(1)二次元 ブ ラ ウン運動 の場合 につい て.こ の場合 は,ど ん な点xを 考 えて も,決 して
∬に到 達 しない(あ らか じめ指 定 した点 に は到 達 しない とい うこ と).しか し,任 意 の点 の
近傍 には必 ず帰 って くる とい う意 味で再帰 的で あ るか ら,点 の代 わ りに,コ ンパ ク ト集 合
に到 達 しない条件 付 けを考 え るこ とには意 味が ある.A⊂R2に 対 し,
1°°幅 〉ち紬)dt一 卿,汐)⑬ (6.1)
で 定 ま る密 度 関数g孟(z,のをGreen関数 と呼 ぶ.次 の こ とが 知 られ て い る.
定 理6.1(Port[6]).A⊂IR2はコ ンパ ク ト集 合 で,す べ て のxで 島(HA<Oc)-1と 仮
定 す る.こ の と き,以 下 が 成 り立 っ:
藻1罪 塑1@)一藻1罪 ㌍ 且>t)-IJI蟻伽(鋤 ・ (6.2)
消滅ポテンシャルの場合は次のことが知 られている.
定 理62(Roynette-Vallois-Yor[9,§2.1]).非負 可 測 関 数Vは コ ンパ ク ト集 合 の外 で
0と し,fV(x)dx>0と 仮 定 す る.こ の と き,極 限
幹@)・一 無1男 孟ズ1@)(6・3)
が 正か つ有 限 に存在 し,gはTVt一不変 で あ る.さ らに,極 限関数 ψはSturmLiouville方
程 式12△ψ=Vψ の解 で あっ て,次 の境界 条 件 を満 たす:
1'1既1聯@)一 ÷・(6.4)
永久に消滅しない条件付き確率は
嬬峠 ・Hく一㏄)一嬬醗)∈ ・H) (6.5)
で あ る.但 し,マ ル コフ過程(x押))t>oは7押)!一⊥7γ@!)を推移 半群 に持 ち,そ の生成
作 用素 は,!∈8(R2)を定義域 に含 み,次 で 与 え られ る:
9@)!-1△!+毒(▽9)・(▽!)・(66)
[9]では普遍シグマ有限測度についても述べられている.
(2)多次 元 ブ ラ ウン運 動(d≧2)の場合 につ い て.IshigeKabeya[4]の結果 を非 常 にラ
フに述べ る と以下 の よ うで ある(なお,ラ プ ラシア ンの係 数 は1/2でな く1で あ る).Vが
半径 のみ の関数V=V(り で あっ て,
r2V(り一一→ ω>0(6.7)
r-→()○















(3)多次元 レヴィ過 程(ブ ラ ウン運動 を含 む)で生成 ポテ ンシ ャル の場合(す なわ ちV≦0
の場 合)に つ いて.Takeda[10]による結 果 を非常 に ラフ に述 べ る と以 下 の よ うで あ る(な
お,分 数 べ きラプ ラシ ア ンの係数 は1で な く1/2であ る).μ(dz)=-V(x)dxは加藤 クラス
に属 す とい った仮 定 を置 く.E(u,u)を分 数べ きラプ ラシア ンのDirichlet形式 と し,θ≧0
に対 し εθ(u,u)=ε@の+θ(罵の と し,
λ(θ)一㎡{εθ(圃 ・ん'dμ 一1} (6.11)
とお く.以 下,牲 一V=Tｵtと書 く.
(i)再帰 的(d≦ α)な場 合 は,あ る θo>oとh∈D(ε)で あっ て λ(θo)=1かつ εθ。(h,h)=




(ii)非再 帰 的(d>α)な 場 合.(ii-1)λ(0)〈1のと き は,上 と同様 の こ とが 成 り立 つ.(ii-2)
λ(0)>1の と き は,そ の ま ま で 極 限lim7γ1@)が 存 在 す る.(ii-3)λ(0)=1のと き は,
ホ　ラ　
d>2αの ときだ け述べ る と,あ るh∈D。(ε)であって ε(h,h)=1を満 たす ものが存在 す




神戸大学の前川泰則氏には,論 文[4]を教えていただき,他 にも多くの有益なコメン ト
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